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SUR LA CONJECTURE DES FIBRE´S DE SEIFERT
Jean-Philippe PRE´AUX1 2
Re´sume´. Nous rappelons l’historique de la de´monstration de la conjecture des
fibre´s de Seifert ainsi que ses motivations et ses diverses ge´ne´ralisations.
Introduction
La conjecture des fibre´s de Seifert a pour objet la caracte´risation des fibre´s de
Seifert dans la classe des 3-varie´te´s orientables irre´ductibles a` pi1 infini par une pro-
prie´te´ de leur groupe fondamental : nomme´ment l’existence d’un sous-groupe normal
cyclique non trivial. Il s’agit d’une question de grande importance en topologie des
3-varie´te´s car relie´e a` diverses autres conjectures de grand impact, comme nous ne
le verrons par la suite. C’est de´sormais un the´ore`me dont la de´monstration a ne-
cessite´ le travail de nombreux mathe´maticiens durant pre`s d’un demi-sie`cle ; l’un de
ces the´ore`mes ”monstrueux” qu’ont vu apparaˆıtre les mathe´matiques du vingtie`me
sie`cle. Nous rappelons ici ses motivations, ses diverses ge´ne´ralisations ainsi que l’his-
torique de leur de´monstration. Le lecteur est suppose´ eˆtre familiarise´ avec la topo-
logie des 3-varie´te´s.
1. Enonce´ de la conjecture des Fibre´s de Seifert
Un groupe fondamental infini d’un fibre´ de Seifert contient un sous-groupe normal
cyclique infini. La conjecture des fibre´s de Seifert (ou CFS) caracte´rise les espaces
fibre´s de Seifert dans la classe des 3-varie´te´s orientables irre´ductibles a` pi1 infini par
le biais de cette proprie´te´. Elle s’e´nonce :
Conjecture 1. Soit M une 3-varie´te´ orientable irre´ductible dont le pi1 est infini et
contient un sous-groupe normal cyclique non trivial. Alors M est un fibre´ de Seifert.
Elle se ge´ne´ralise au cas non-orientable :
Conjecture 2. Soit M une 3-varie´te´ P2-irre´ductible dont le pi1 est infini et contient
un sous-groupe normal cyclique non trivial. Alors M est un fibre´ de Seifert.
Remarques : – Des arguments classiques de topologie alge´brique et le the´ore`me
de la sphe`re montrent qu’une 3-varie´te´ P2-irre´ductible a` pi1 infini a un groupe libre
de torsion. Ainsi dans ces conjectures on peut remplacer ”... dont le pi1 est infini et
contient un sous-groupe normal cyclique non trivial.” par : ”... dont le pi1 contient
un sous-groupe normal cyclique infini.”.
– Un fibre´ de Seifert orientable est soit irre´ductible soit home´omorphe a` S1×S2 ou a`
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P
3#P3. Comme conse´quence du the´ore`me de Kneser-Milnor, une 3-varie´te´ orientable
M non irre´ductible contenant un sous-groupe normal cyclique non trivial est soit
S1 × S2, soit M ′#C avec M ′ irre´ductible et C simplement connexe, soit a pour
pi1 le groupe die´dral infini. Si l’on accepte la conjecture de Poincare´ (aujourd’hui
de´montre´e par les travaux de Perelman, re´compense´ d’une me´daille Fields en 2006)
M ne peut eˆtre qu’obtenu a` partir de S1×S2, P3#P3 ou d’une 3-varie´te´ irre´ductible
en lui retirant un nombre fini de boules.
– Un fibre´ de Seifert non-orientable est quant a` lui soit P2-irre´ductible soit S1 ⋉
S2 ou P2 × S1. Une large classe de 3-varie´te´s irre´ductibles et non P2-irre´ductible
n’admettent aucune fibration de Seifert tandis que leur pi1 contient un Z distingue´.
Nous verrons que le re´sultat se ge´ne´ralise cependant aussi dans ce cas en conside´rant
les fibre´s de Seifert mod P.
La CFS est aujourd’hui devenue un the´ore`me, graˆce au travail commun (e´norme)
des Mathe´maticiens : Waldhausen ([Wa-67]), Gordon et Heil ([GH-75]), Jaco et
Shalen ([JS-79]), pour le cas Haken ; Scott ([Sc-83]), Mess ([Me]), Tukia ([Tu-88]),
Casson et Jungreis ([CJ-94]), Gabai ([Ga-92]), pour le cas orientable non Haken ; et
Heil et Whitten ([Wh-92, HW-94]) pour le cas non-orientable ; on peut aussi citer
Maillot ([Ma-01], [Ma-03]) et Bowditch ([Bo-04]) qui donnent une preuve alternative
incluant le re´sultat non-publie´ de Mess.
Remarquons aussi que le the´ore`me se ge´ne´ralise de diverses fac¸ons : aux 3-varie´te´s
ouvertes, aux 3-orbie´te´s ([Ma-03]), et aux groupes PD(3) ([Bo-04]), ou encore en
affaiblissant la condition d’existence d’un Z distingue´ en l’existence d’une classe de
conjugaison finie non triviale ([HP-05]).
2. Motivations
Historiquement, trois questions d’importance ont motive´ la CFS. D’abord la
conjecture du centre (1960’s), puis le strong torus theorem de Scott (1978), et enfin
le programme de ge´ome´trisation de Thurston (1980’s).
2.1. Conjecture du centre. Il s’agit du proble`me 3.5 de la liste de Kirby, attribue´
a` Thurston. :
Conjecture : Soit M une 3-varie´te´ orientable irre´ductible ayant un pi1 infini et un
centre non trivial, alors M est un fibre´ de Seifert.
C’est clairement un corollaire imme´diat de la conjecture des fibre´s de Seifert.
Apre`s avoir e´te´ observe´ et successivement prouve´ pour tous les comple´ments de
noeuds (Murasugi ([Mu-61]), Neuwirth ([Ne-61]) en 1961 pour les noeuds alterne´s,
et Burde et Zieschang ([BZ-66]) en 1966 pour tous les noeuds), il a e´te´ de´montre´ en
1967 par Waldhausen ([Wa-67]) dans le cas ou` M est Haken, qui est somme toute
plus ge´ne´ral que les pre´ce´dents.
Le sous-groupe normal cyclique infini d’un pi1 de fibre´ de Seifert orientable est
central si et seulement si la base de la fibration associe´e est orientable. Un fibre´ de
Seifert a` pi1 infini et a` base non-orientable n’a quant a` lui pas de centre, mais un
sous-groupe normal cyclique non trivial. La CFS ge´ne´ralise la conjecture du centre
en ce sens.
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2.2. Le the´ore`me du tore. La conjecture appele´e ”the´ore`me du tore” s’e´nonce :
Conjecture : Soit M une 3-varie´te´ orientable irre´ductible avec pi1(M) ⊃ Z ⊕ Z.
Alors soit M contient un tore incompressible, soit M est un (small) fibre´ de Seifert.
Elle a e´te´ de´montre´e dans le cas ou` M est Haken par Waldhausen en 1968 (an-
nonce´ dans [Wa-68], e´crit et publie´ par Feustel dans [F1-76, F2-76]). Avec la the´orie
des 3-varie´te´s suffisament grandes de´vellope´e par Haken cela` mena (1979) a` l’appa-
rition de la de´composition Jaco-Shalen-Johansen des 3-varie´te´s Haken.
En 1978 Scott de´montre ([Sc-78]) le ”strong torus theorem” :
Strong torus theorem : SoitM une 3-varie´te´ orientable irre´ductible, avec pi1(M) ⊃
Z ⊕ Z. Alors soit M contient un tore incompressible, soit pi1(M) contient un sous-
groupe normal cyclique non trivial.
Avec le strong torus theorem, pour prouver le the´ore`me du tore il suffit de prouver
la conjecture des fibre´s de Seifert.
2.3. La conjecture de ge´ome´trisation. La conjecture de ge´ome´trisation de Thur-
ston entraˆınerait la classification des 3-varie´te´s. Elle suppute que les pie`ces obtenues
dans la de´composition topologique canonique d’une 3-varie´te´ orientable, le long de
sphe`res disques et tores essentiels, ont un inte´rieur me´trisable au sens de Riemann
de fac¸on comple`te et localement homoge`ne. L’inte´rieur des pie`ces est alors modele´
sur l’une des 8 ge´ome´tries homoge`nes 3-dimensionnelles : les 3 isotropes, l’elliptique
S
3, l’euclidienne E3 et l’hyperbolique –la ge´ne´rique– H3, les 2 ge´ome´tries produits
S
2×R et H2×R, et les 3 ge´ome´tries twiste´es, Nil, Sol, et le reveˆtement universel de
SL2R. Une 3-varie´te´ orientable admet une fibration de Seifert exactement lorsque
son inte´rieur est modele´ sur l’une des 6 ge´ome´tries autres que Sol et H3.
Thurston (et al...) a montre´ la conjecture de ge´ome´trisation dans le cas Haken :
The´ore`me de ge´ome´trisation de Thurston : Si M est Haken alors M ve´rifie
la conjecture de ge´ome´trisation de Thurston.
Pour prouver la conjecture dans les cas restants il suffit de prouver sous l’hy-
pothe`se que M est une 3-varie´te´ orientable irre´ductible ferme´e, les 3 conjectures :
-1- Si pi1(M) est fini alors M est elliptique (conjecture d’orthogonalisation).
-2- Si pi1(M) est infini et contient un sous-groupe normal cyclique non trivial alors
M est un fibre´ de Seifert (conjecture des fibre´s de Seifert.)
-3- Si pi1(M) est infini et ne contient pas de sous-groupe normal cyclique non trivial,
alors M est ge´ome´trisable.
A la lumie`re du strong torus theorem, du the´ore`me de ge´ome´trisation de Thurston
et du fait qu’une 3-varie´te´ ferme´e modele´e sur l’une des 7 ge´ome´tries non hyperbo-
liques a un pi1 contenant Z⊕ Z, le point 3 devient :
-3- Si pi1(M) est infini et ne contient pas Z⊕Z alors M est hyperbolique (conjecture
d’hyperbolisation).
Ainsi la conjecture des fibre´s de Seifert apparaˆıt comme un des 3 pans de la
conjecture de ge´ome´trisation... Celui conside´re´ comme le plus facile ; par ailleurs le
premier a` avoir e´te´ de´montre´. Les deux derniers pans sont quant a` eux en passe
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d’eˆtre de´montre´s par les travaux de Perelman ; il a suivi le programme d’Hamilton
utilisant le floˆt de Ricci.
3. Historique de la de´monstration de CFS
3.1. Le cas Haken orientable. L’historique de la preuve est le suivant :
1967.Waldhausen ([Wa-67], [F1-76, F2-76]) montre qu’une 3-varie´te´ HakenM a un
pi1 a` centre non trivial si et seulement si c’est un fibre´ de Seifert a` base orientable.
Il motive ainsi la conjecture des fibre´s de Seifert, et re´sout le cas Haken lorsque
le sous-groupe cyclique normal est central.
1975. Gordon et Heil ([GH-75]) montrent partiellement la CFS dans le cas Haken :
soitM est un Seifert soit obtenu en recollant deux copies d’un I-fibre´ non trivial sur
une surface non-orientable. Ils re´duisent ainsi les cas Haken restants a` ces dernie`res
3-varie´te´s.
1979. Jaco et Shalen ([JS-79]), et inde´pendamment MacLachlan (non publie´) ache`vent
la preuve pour les 3-varie´te´s orientables Haken restantes.
3.2. Le cas non Haken, orientable. Avec le cas Haken de´ja` e´tabli, il est suffisant
de se restreindre au des 3-varie´te´s closes. La preuve a proce´de´ ainsi :
1983. Scott ([Sc-83]) (ge´ne´ralisant un re´sultat de Waldhausen dans le cas Haken)
montre que :
Soient M et N deux 3-varie´te´s closes orientables irre´ductibles ; ou` N est un fibre´
de Seifert a` pi1 infini. Si pi1(M) et pi1(N) sont isomorphes, alors M et N sont
home´omorphes.
Remarque : Par hypothe`se, avec le the´ore`me de la sphe`re et des arguments clas-
siques de topologie alge´brique, M et N sont des K(pi, 1). Avec le the´ore`me de Moise
(...), on peut les conside´rer dans la cate´gorie PL. Ainsi la condition ”pi1(M) et pi1(N)
sont isomorphes” peut-eˆtre remplace´e par ”M et N ont meˆme type d’homotopie”.
Ainsi Scott re´duit la conjecture des fibre´s de Seifert a` :
Si Γ est le groupe d’une 3-varie´te´ close irre´ductible orientable contenant un Z
distingue´, alors Γ est le groupe d’un fibre´ de Seifert clos orientable.
Il remarque en outre que Γ est le groupe d’un fibre´ de Seifert (clos orientable) si et
seulement si Γ/Z est le groupe d’une 2-orbie´te´ (close e´ventuellement non-orientable) ;
c’est aussi le lemme 15.3 de [Bo-99]. Ainsi finalement, il re´duit la preuve de la conjec-
ture des fibre´s de Seifert a` prouver la conjecture :
Si Γ est le groupe d’une 3-varie´te´ orientable close contenant Z distingue´,
alors Γ/Z est le groupe d’une 2-orbie´te´ (close).
Fin 80’. Mess ([Me]) montre dans un papier malheureusement jamais publie´ que :
Si M est close orientable irre´ductible avec Γ = pi1(M) contenant un sous-groupe
cyclique infini C :
– Le reveˆtement de M associe´ a` C est home´omorphe a` la varie´te´ ouverte D2 × S1.
– L’action de reveˆtement de Γ/C sur D2 × S1 descend en une action vaguement
de´finie sur D2 × 1 : dans sa terminologie Γ/C est coarse quasi-isometric au plan
euclidien ou hyperbolique.
– Dans le cas ou` Γ/C est coarse quasi-isometric au plan euclidien, alors c’est le
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groupe d’une 2-orbie´te´, et donc M est un fibre´ de Seifert (avec le re´sultat de Scott).
– Dans le cas restant ou` Γ/C est coarse quasi-isometric au plan hyperbolique, Γ/C
induit une action sur le cercle a` l’infini, qui fait de Γ/C un groupe de convergence.
Un groupe de convergence est un groupe G agissant par home´omorphisme pre´ser-
vant l’orientation sur le cercle, de fac¸on a` ce que si l’on conside`re l’ensemble T des
triple´s ordonne´s : (x, y, z) ∈ S1 × S1 × S1, x 6= y 6= z, tels que x, y, z apparaissent
dans cet ordre sur S1 en tournant dans le sens positif, l’action de G induite sur T
est libre et proprement discontinue.
Avec le travail de Mess, la preuve de la conjecture des fibre´s de Seifert se re´duit a`
montrer la conjecture :
Les groupes de convergence sont des groupes de 2-orbie´te´s.
1988. Tukia montre ([Tu-88]) que certains (lorsque T/Γ non compact et Γ n’a pas
d’e´le´ments de torsion d’ordre > 3) groupes de convergence sont des groupes Fuch-
siens, et en particulier des pi1 de 2-orbie´te´s.
1992. Gabai montre ([Ga-92]) inde´pendamment des autres travaux et en toute
ge´ne´ralite´ que les groupes de convergence sont des groupes fuchsiens (agissant sur
S1, a` conjugaison dans Homeo(S1) pre`s, comme la restriction a` S1 = ∂H2 de l’action
d’un groupe fuchsien sur H¯2).
1994. Paralle`lement Casson et Jungreis montrent les cas laisse´s restants par Tukia
([CJ-94]).
Ainsi la conjecture des fibre´s de Seifert est prouve´e, et avec elle la
conjecture du centre, le the´ore`me du tore, et une des trois conjectures
de ge´ome´trisation.
1999. Bowditch obtient une preuve diffe´rente de la conjecture des fibre´s de Seifert
([Bo-99], [Bo-04]). Sa preuve se ge´ne´ralise a` d’autres types de groupes, comme les
groupes PD(3) par exemple.
2000. Maillot, dans sa the`se, e´tend les techniques de Mess pour e´tablir une preuve
de la conjecture des fibre´s de Seifert dans le cas des 3-varie´te´s ouvertes ainsi que
des 3-orbie´te´s, ge´ne´ralisant le cas des 3-varie´te´s. Ce re´sultat, de´ja` connu comme
conse´quence de la conjecture des fibre´s de Seifert (en tant que prouve´e par Mess,
et al...) et du the´ore`me des orbie´te´s de Thurston, a le me´rite d’eˆtre rede´montre´ en
n’utilisant aucun de ces re´sultats, et d’obtenir comme corollaire une preuve propre
de la conjecture de Seifert et des techniques de Mess.
L’argument de Mess est repris dans [Ma-03] ou` il se rame`ne aux groupes quasi-
isome´triques a` un plan riemannien, et il montre dans [Ma-01] que ces derniers sont
virtuellement des groupes de surface.
3.3. Le cas non-orientable. Le cas non-orientable a e´te´ traite´ par Whitten et Heil.
1992. Whitten montre dans [Wh-92] la CFS pour M non-orientable irre´ductible,
qui n’est pas un faux P2 × S
1, et tel que pi1(M) ne contient pas Z2 ∗ Z2. Il obtient
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en particulier la conjecture 2, ou CFS dans le cas P2-irre´ductible.
1994. Heil et Whitten dans [HW-94] caracte´risent les 3-varie´te´s irre´ductibles non-
orientables ne contenant pas un faux P2 × I et dont le pi1 contient un Z distingue´
et e´ventuellement Z2 ∗ Z2 : ce sont les fibre´s de Seifert mod P : obtenus a` partir
d’une 3-orbie´te´ fibre´ de Seifert en retirant tous les voisinages des points singuliers
home´omorphes a` des coˆnes sur P2 : leur bord contient en ge´ne´ral des P2 et dans le
cas contraire il s’agit d’un fibre´ de Seifert. Le re´sultat devient :
The´ore`me 1. Si M est une 3-varie´te´ non-orientable irre´ductible ne contenant pas
un faux P2 × I avec pi1(M) contenant un sous-groupe cyclique non trivial alors M
est soit P2 × I soit un fibre´ de Seifert mod P.
Ils montrent aussi le the´ore`me du tore dans le cas non-orientable, et de´duisent
la ge´ome´trisation dans le cas non orientable (i.e. le reveˆtement d’orientation est
ge´ome´trisable) si la 3-varie´te´ ne contient pas de faux P2 × I.
3.4. Avec la conjecture de Poincare´.
2003-06. Les travaux de Perelman (2003) re´compense´s en 2006 par une me´daille
Fiels e´tablissent la conjecture de Poincare´. Ainsi toute 3-varie´te´ ferme´e simplement
connexe est une 3-sphe`re et il n’existe ni fausse boule ni faux P2 × I. Aussi on peut
supprimer dans le the´ore`me de CFS l’hypothe`se d’irre´ducibilite´ sans trop alourdir
l’e´nonce´.
The´ore`me 2. Soit M une 3-varie´te´ dont le pi1 est infini et contient un sous-groupe
normal cyclique non trivial. Alors apre`s avoir bouche´ les sphe`res de ∂M avec des
boules on obtient soit une somme connexe de P2 × I avec lui-meˆme ou avec P3, soit
un fibre´ de Seifert mod P.
On obtient un fibre´ de Seifert exactement lorsque pi1(M) ne contient pas Z2 ou
de fac¸on e´quivalente lorsque ∂M ne contient pas de P2.
3.5. Groupes de 3-varie´te´s a` classes de conjugaison infinies.
2005. de la Harpe et l’auteur montrent dans [HP-05] que dans le cas des 3-varie´te´s
et des groupes PD(3) l’hypothe`se ”contient un sous-groupe normal cyclique non
trivial” peut eˆtre affaiblie en ”contient une classe de conjugaison finie non triviale”
ou de fac¸on e´quivalente en ”a une alge`bre de Von-Neumann qui n’est pas un facteur
de type II − 1”.
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